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Introduction

Notre compréhension des phénomènes du monde réel et notre technologie sont aujour-

d�hui en grande partie basées sur les équations aux dérivées partielles, qui seront notées

en abrégé EDPs.

Il existe un grand nombre de problèmes de l�ingénieur qui sont formulés sous la forme

d�une EDP à résoudre, avec des conditions initiales et des conditions limites Assez peu

de problèmes concrets ont une solution analytique. Cela est essentiellement du aux non-

linéarites qui interviennent dans la plupart des problèmes intèressants ainsi que de la

complexité géométrique des domaines concernés dans la pratique (un avion, une voi-

ture...).

Le mémoire contient trois chapitres,le premier chapitre est une introduction aux équa-

tions aux dérivées partielles,dans le deuxième chapitre on va introduire une méthode qui

permet de résoudre des EDPs non linéaires dans certains cas simple La première chose

sera de bien comprendre les limitations de la méthode de séparation des variable i.e il

s�agit d�être capable de déterminer quand cette méthode est applicable.

Le dernier chapitre contient deux formes de séparation des variables généralisée pour

EDP non linéaire.

La méthode de séparation des variables est en fait assez peu utile en pratique car elle

ne permet pas de trouver des solution que dans des cas simples et pour des géométries

simples.

Néanmoins, elle est d�une grande utilité pour comprendre la nature des solutions

d�EDPs très courantes en pratique.C�est essentiellement pour cette raison qu�elle sera

étudiée.
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Chapitre 1

Introduction aux équations aux

dérivées partielles

1.1 Dé�nitions générales

On donne tout d�abord quelques dé�nitions et généralités sur les équations aux déri-

vées partielles .

Dé�nition 1.1.1 Soit une variable T (l�inconnue) dépendant de m variables

indépendantes x1;x2; :::; xm

Toute relation entre T; xj (j = 1; :::;m) et des dérivées partielles de T par rapport

aux xj,

F

�
T; x1; :::;

@T

@x1
; :::;

@2T

@x21
;
@2T

@x1@x2
; :::;

@nT

@xn1
; :::

�
= 0

constitue une équation aux dérivées partielles (en abrégé : une EDP).

Dé�nition 1.1.2 On appelle ordre d�une EDP l�ordre le plus élevé des dérivées par-

tielles intervenant dans l�EDP.
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Une EDP est dite d�ordre n quand la dérivée partielle d�ordre le plus élevé qu�elle

contient est d�ordre n:

Dé�nition 1.1.3 Une EDP est dite linéaire quand elle l�est par rapport à T et à

toutes ses dérivées partielles.

Si T et ses dérivées partielles apparaissent séparément et "à la puissance 1" dans

l�EDP, celle-ci est dite linéaire.

Dé�nition 1.1.4 Des EDPs non linéaires, c�est-�a-dire que la relation entre les déri-

vées partielles est non linéaire. Par exemple elle fait intervenir le carré d�une dérivée ou

bien on multiplie par une fonction qui dépend elle-même de la solution .

En voici un exemple : l�équation de Burrgeres

@T

@t
+ T

@T

@t
= 0

1.2 EDP linéaires du 1er ordre

A(x; y)
@T

@x
+B(x; y)

@T

@y
+ C(x; y)T = D(x; y)

Est la forme la plus générale pour une EDP

8<: linéaire

1erordre
Où A;B ,C et D sont, au plus, fonctions de x et y . L�EDP est homogène lorsque

D = 0.
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1.3 EDP linéaires du 2nd ordre

L�EDP linéaire du 2ème ordre et à deux variables indépendantes x et y à la forme

générale

A
@2T

@x2
+B

@2T

@x@y
+ C

@2T

@y2
+D

@T

@x
+ E

@T

@y
+GT = F

Où A;B;C;D;E;G et F sont, au plus, fonctions de x et y. L�EDP est homogène

lorsque F = 0.

1.4 Classi�cation des EDP linéaires du 2nd ordre,à

coe¢ cients constants

A
@2T

@x2
+B

@2T

@x@y
+ C

@2T

@y2
+D

@T

@x
+ E

@T

@y
+ FT +G = 0

Les trois premiers termes correspondent à la partie principale A;B; :::; G sont des

constantes.

Le type de l�EDP dépend du signe de B2 � 4AC:

Classi�cation :

Si B2� 4AC > 0, alors l�EDP est dite hyperbolique.

Si B2� 4AC = 0, alors l�EDP est dite parabolique.

Si B2� 4AC < 0, alors l�EDP est dite elliptique.
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Exemple

(i)
@2T

@y2
+ c

@2T

@x2
= 0 avec c > 0

B2� 4AC = 4c2 > 0.Ainsi l�équation des ondes est hyperbolique.

(ii)
@T

@t
+ d

@2T

@x2
= 0 avec d > 0

B2� 4AC = 0.Ainsi l�équation de la di¤usion est parabolique.

(iii)
@2T

@x2
+
@2T

@y2
= 0

B2� 4AC = �4 < 0.Ainsi l�équation de Laplace est elliptique.

(iv) y
@2T

@x2
� @2T

@y2
= 0 :Equation de Tricomi.

y > 0) l�EDP est hyperbolique.

y = 0) l�EDP est parabolique.

y < 0) l�EDP est elliptique.

1.5 Exemples

@2T

@x2
+
@2T

@y2
= 0 (1)

Est une EDP d�ordre 2, linéaire (même plus : à coe¢ cients constants) et homogène.

C�est l�équation de Laplace.

x
@T

@x
+ y

@T

@y
+
T 2

T0
= 0 (2)

Est une EDP d�ordre 1, non linéaire et homogène.

C
@T

@x
+
@T

@t
= 0 (3)
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Avec c constant,(3) est une EDP d�ordre 1, linéaire ( à coe¢ cient constant) et homo-

gène.C�est l�équation de transport.

T
@T

@x
+
@T

@t
= 0 (4)

Est une EDP d�ordre 1,non linéaire et homogène. C�est l�équation de Burgers.

Elle peut aussi s�écrire sous forme conservative

@

@x

�
T 2

2

�
+
@T

@t
= 0

1.6 Théorème (Forme bilinéaire)

Soit la forme bilinéaire

B(f; g) =
nX
i=1

fi(x)gi(t)

Si B(f; g) = 0 alors il existe des constants Ai; (i = 2; 3; :::; n) tel que :

8<: fi(x) =
Pn

i=2Aifi(x)

gk(t) = �Akg1(t); (k = 2; 3; :::; n)

Preuve

Par récurence

n = 2

f 1(x)g1(t) + f 2(x)g2(x) = 0

=) f1
f2
= �g1

g2
= A2

=) f 1 = A2f 2; g1 = �A2g1
Supposons vrai pour n� 1 et je démontre pour n
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nX
i=1

fi(x)gi(t) = 0

:

Je dvisé par f ngn

f1g1
fngn

+
f2g2
fngn

+ :::+
fn�1gn�1
fngn

+ 1 = 0

Je dérive par rapport à x

(
f1
fn
)
0 g1
gn
+ (

f2
fn
)
0 g2
gn
+ :::+ (

fn�1
fn

)
0 gn�1
gn

= 0

8><>:
(
f1
fn
)
0
=
Pn�1

i=2 Ai(
fi
fn
)
0

gk
gn
= �Ak

g1
gn

(k = 2; 3; :::; n� 1)

Je vais intègre par rapport à x
f1
fn
=
Pn�1

i=2 Ai
fi
fn
+ An (An =constante d�intégration)

(
f1
fn
=
Pn�1

i=2 Ai
fi
fn
+ An) (fn) =) f1 =

Pn�1
i=2 Aifi + Anfn

=) f1 =
Pn

i=2Aifi:

(
gk
gn
= �Ak

g1
gn
) (gn) =) gk = �Akg1 (k = 2; 3; :::; n� 1)

réste à démontrer que

gn = �Ang1

nX
i=1

fi(x)gi(t) = 0 =) f1g1 + f2g2 + :::+ fngn = 0

�Pi=n
i=2 Aifi

�
g1 � A2f2g2 � A3f3g3 � :::� An�1fn�1g1 + fngn = 0

=) Anfng1 + fngn = 0

=) gn = �Ang1
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1.7 Séparation simple des variables pour EDP li-

néaire

Une équation aux dérivées partielles peut admettre des solutions particulières qui sont

des produits des fonctions d�une variable. Si l�équation est linéaire,une somme de telles

solutions particulières est encore une solution.

1.7.1 La forme T (x; t) = '(x) +  (t)

Exemple 1.7.1.1

Soit l�équation de la chaleur

@T

@t
= a

@2T

@x2
; avec a > 0 et T = T (x; t) (1)

La solution particulière sous forme

T (x; t) = '(x) +  (t) (2)

On remplace (2) dans (1) on obtient

 0(t) = a'
00
(x)

Et il existe une constante k telle que

8<:  
0
(t) = k =)  (t) = kt+ c1

a '00(x) = k =) '(x) =
k

2a
x2 + c2x+ c3

k; c1; c2 et c3 sont des constantes

k

2a
= A =) k = 2aA
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T (x; t) = Ax2 + c2x+ c3 + 2aAt+ c1

Si c2 = 0.

La solution obtenue comme

T (x; t) = A(x2 + 2at) +B; B = c1 + c3

1.7.2 la forme T (x; t) = '(x) (t)

Exemple.1.7.2.1

Soit l�équation des ondes

@2T

@t2
= c2

@2T

@x2
; avec T = T (x; t) (3)

La solution particulière sous forme

T (x; t) = '(x) (t) (4)

On remplace (4) dans (3) on obtient

'(x) 
00
(t) = c2'00(x) (t)

Et il existe une constante � telle que8>><>>:
1

c2
 
00
(t)

 (t)
= �

'00(x)

'(x)
= �

� = constante

On a trois cas possibles :
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8>>><>>>:
'(x) = ax+ b si � = 0

'(x) = c1e
p
�x + c2e

�
p
�x si � > 0

'(x) = c3 cos�x+ c4 sin�x si � < 0; � = ��2

telle que a; b; c1; c2; c3 ,et c4 sont des constantes

8>>><>>>:
 (t) = At+B si � = 0

 (t) = c5e
c
p
�t + c6e

�c
p
�t si � > 0

 (t) = k1 cos�ct+ k2 sin�ct si � < 0, � = ��2

telle que A;B; c5; c6; k1, et k2 sont des constantes.

La solution obtenue comme

T (x; t) =

8>>><>>>:
(ax+ b)(At+B) si � = 0

(c1e
p
�x + c2e

�
p
�x)(c5e

c
p
�t + c6e

�c
p
�t) si � > 0

(c3 cos�x+ c4 sin�x)(k1 cos�ct+ k2 sin�ct) si � < 0 ,� = ��2

Exemple 1.7.2.2

Soit l�équation de chaleur

@T

@t
=
@2T

@x2
; avec T = T (x; t) (5)

La solution particulière sous forme

T (x; t) = '(x) (t) (6)
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On remplace (6) dans (5) on obtient

 0(t)'(x) = '00(x) 0t)

Et il existe une constante k telle que8>><>>:
'00(x)

'(x)
= k

 0(t)

 0t)
= k

k = constante

On a trois cas possibles :

8>>><>>>:
'(x) = ax+ b si k = 0

'(x) = k1e
p
kx + k2e

�
p
kx si k > 0

'(x) = k4 cos�x+ k5 sin�x si k < 0 k = ��2

telle que a; b; k1; k2; k4 et k5 sont des constantes.

8>>><>>>:
 (t) = A si k = 0

 (t) = Bekt si k > 0

 (t) = Be��
2t si k < 0 k = ��2

telle que A et B deux constantes.

La solution obtenue comme

T (x; t) =

8>>><>>>:
A(ax+ b) si k = 0

Bekt(k1e
p
kx + k2e

�
p
kx) si k > 0

Be��
2t(k4 cos�x+ k4 sin�x) si k = ��2
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Exemple 1.7.2.3

Soit l�équation de Laplace

@2T

@x2
+
@2T

@y2
= 0 (7)

La solution particulière sous forme

T (x; y) = '(x) (y) (8)

On remplace (8) dans (7) on obtient

'
00
(x) (y) + '(x) 

00
(y) = 0

Et il existe une constante � telle que

'
00
(x)

'(x)
= � = � 

00
(y)

 (y)

On a trois cas possibles :

8>>><>>>:
'(x) = ax+ b si � = 0

'(x) = ae
p
�x + be�

p
�x si � > 0

'(x) = a cos
�p
��x

�
+ b sin

�
�
p
��x

�
si � < 0

telle que a et b deux constantes.

8>>><>>>:
 (y) = Ay +B si � = 0

 (y) = A cos
�p
��y

�
+B sin

�
�
p
��y

�
� > 0

 (y) = Ae
p
�y +Be�

p
�y � < 0
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telle que A et B deux constantes

T (x; t) =

8>>><>>>:
(ax+ b) (Ay +B) si � = 0�

ae
p
�x + be�

p
�x
� �
A cos

�p
��y

�
+B sin

�
�
p
��y

��
si � > 0�

a cos
�p
��x

�
+ b sin

�
�
p
��x

�� �
Ae

p
�y +Be�

p
�y
�

si � < 0
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Chapitre 2

Séparation des variables pour EDP

non linéaire

Le but de ce chapitre est de chercher des formes de solutions "séparation des variables

" pour résoudre des EDPs non linéaires dans certains cas simples. On commence par des

cas simples et on essaye de généraliser ensuite.

Les équation aux dérivées partielles non linéaires admettent des solutions exactes de

la forme T (x; t) = F (u) tel que F (u) est une fonction.

2.1 La forme T (x; t) = F (u) avec u = ' (x) +  (t)

Exemple 2.1.1

Soit l�équation non linéaire

@2T

@t2
= a

@

@x

�
e�T

@T

@x

�
(3)

Admet une solution sous forme
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T (x; t) = ' (x) +  (t) (4)

En remplaçant (4) dans (3) on obtient

 
00

tt = a
�
e�('(x)+ (t))'

0

x

�0
x

Divisé par e� on obtient

e��  
00

tt = a
�
e�''

0

x

�0
x

Et il existe une constante k telle que

8<: e��  
00

tt = k

a
�
e�''

0
x

�0
x
= k

k = constante

On résoud L�EDO on obtient la solution de (3) de forme (4)

Exemple 2.1.2

Soit l�équation non linéaire

f(t)(
@T

@t
)2 + g(x)(

@T

@x
) = a(t) + b(x) (5)

Admet la solution sous forme

T (x; t) = ' (x) +  (t) (6)

En remplaçant (6) dans (5) on obtient

f(t)
h
 
0
(t)
i2
+ g(x)

h
'
0
(x)
i2
= a(t) + b(x)

Alors
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f(t)
h
 
0
(t)
i2
� a(t) = g(x)

h
'
0
(x)
i2
� b(x)

Et il existe une constante � telle que

8<: f(t)
h
 
0
(t)
i2
� a(t) = �

g(x)
�
'
0
(x)
�2 � b(x) = �

� = constante

La solution est obtenue comme

T (x; t) =

Z t

t0

s
a (�) + �

f (�)
d� +

Z x

x0

s
b (�) + �

g (�)
d� + �

Exemple 2.1.3

Soit l�équation non linéaire

@T

@y

@

@x
(4T )� @T

@x

@

@y
(4T ) = v44T; 4T = @2T

@x2
+
@2T

@y2
(5)

La solution particulière sous forme

T (x; t) = f(x) + g(y) (6)

En remplaçant (6) dans (5) et on obtient

g0yf
000
xxx � f 0xg

000
yyy = vf 0000xxxx + vg0000yyyy:

On dérive par rapport à x et y

g
00

yyf
0000

xxxx � f
00

xxg
0000
yyyy = 0:
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Et il existe une constante � telle que8<: f
0000
xxxx = �f

00
xx

g0000yyyy = �g
00
yy

On a trois cas possibles :8>>><>>>:
f(x) = A1 + A2x+ A3x

2 + A4x
3 si � = 0

f(x) = A1 + A2x+ A3e
�x + A4e

��x si � = �2 > 0

f(x) = A1 + A2x+ A3 cos(�x) + A4 sin(�x) si � = ��2 < 0

8>>><>>>:
g(x) = B1 +B2y +B3y

2 +B4y
3 si � = 0

g(x) = B1 +B2y +B3e
�y +B4e

��y si � = �2 > 0

g(x) = B1 +B2y +B3 cos(�y) +B4 sin(�y) si � = ��2 < 0

telle que A1; A2; A3,A4,B1; B2; B3 et B4 sont des constantes.

La solution est obtenue comme

T (x; y) =

8>>><>>>:
A4x

3 + A3x
2 + A2x+ d+B4y

3 +B3y
2 +B2y si � = 0

A4e
��x + A3e

�x + A2x+ d+B4e
��y +B3e

�y +B2y si � = �2 > 0

A4 sin(�x) + A3 cos(�x) + A2x+ d+B4 sin(�y) +B3 cos(�y) +B2y si � = ��2 < 0

A1 +B1 = d

Exemple 2.1.4

Soit l�équation non linéaire

@T

@t
= a

@2T

@x2
+ b

�
@T

@x

�2
(7)
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La forme de solution

T (x; t) =
a

b
lnu; u = ' (x) +  (t) (8)

On calcule les dérivées partielles

8>>>>>>><>>>>>>>:

@T

@t
=

 
a

b

 
0

t

' (x) +  (t)

!
@T

@x
=
a

b

�
'
0
x

' (x) +  (t)

�
@2T

@x2
=
a

b

�
'
00
xx (' (x) +  (t))� ('0

x)
2

(' (x) +  (t))2

�
On a alors

a

b

 
 
0

t

' (x) +  (t)

!
=
a2

b

�
'
00
xx (' (x) +  (t))� ('0

x)
2

(' (x) +  (t))2

�
+
a2

b

�
'
0
x

' (x) +  (t)

�2

On obtient

 
0

t = a '
00

xx

Et il existe une constante � telle que8<:  
0

t = �

a '
00
xx = �

On a deux cas possibles

8<:  (t) = A si � = 0

 (t) = At+B si � 6= 0

telle que A et B deux constantes:
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8<: '(x) = ax+ b si � = 0

'(x) = �
2a
x2 + bx+ c si � 6= 0

telle que a; b; et c sont des constantes..

La solution est obtenue comme

T (x; t) =

8<:
a

b
ln (A+ cx+ d) si � = 0

a

b
ln
�
At+B + �

2a
x2 + bx+ c

�
si � 6= 0

2.2 La forme T (x; t) = F (u) avec u = ' (x) (t)

Exemple 2.2.1

Soit l�équation de la chaleur non linéaire

@T

@t
= a

@

@x

�
T k
@T

@x

�
(1)

Admet une solution exacte sous forme

T (x; t) = ' (x) (t) (2)

On remplace (2) dans (1) on obtient

' 
0

t = a k+1
�
'k'

0

x

�0
x

En divisant par ' k+1 on obtient

a

�
'k'

0
x

�0
x

'
=

 
0

t

 k+1
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.

La fonction de gauche dépend uniquement de x et celle de droite uniquement de t, on

peut alors dire qu�il existe un réel c tel que.

8>>><>>>:
a

�
'k'

0
x

�0
x

'
= c

 
0

t

 k+1
= c

On résoud L�EDO on obtient la solution de (1) de la forme (2)

Exemple 2.2.2

Soit l�équation non linéairre

@T

@t
= f(t)

@2T

@x2
+ T

�
@T

@x

�2
� aT 3 (3)

Admet une solution sous forme

T (x; t) = ' (x)  (t) (4)

On remplace (4) dans (3) on obtient

' (x) 
0
(t) = f(t)['

00
(x) (t)] + ' (x) (t) ['0 (x) (t)]

2 � a [' (x) (t)]3

En dévisant par f(t)' (x)� (t) on obtient

 
0
(t)

f(t) (t)
=
'
00
(x)

' (x)
+
( (t))2

f(t)

��
'
0

x (x)
�2
� a(' (x))2

�
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On a deux cas

1.Si a > 0

' (x) = c1 exp (x
p
a) + c2 exp (�x

p
a)

 (t) = eF
�
c3 + 8ac1c2

R
e2Fdt

�� 1
2 , F = a

R
f(t)dt.

2.Si a < 0

' (x) = C1 sin
�
x
p
�a
�
+ C2 cos

�
x
p
�a
�

 (t) = eF [C3 + 2a(C
2
1 + C22)

R
e2Fdt]�

1
2 , F = a

R
f(t)dt.

telle que c1; c2 et c3 sont des constantes

En �n on a

T (x; t) =

8>>><>>>:
(c1 exp (x

p
a) + c2 exp (�x

p
a))
�
eF [c3 + 2a(c

2
1 + c22)

R
e2Fdt]�

1
2

�
si a > 0�

c1 sin
�
x
p
�a
�
+ c2 cos

�
x
p
�a
�� �

eF [c3 + 2a(c
2
1 + c22)

R
e2Fdt]�

1
2

�
;

F = a
R
f(t)dt si a < 0
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Tableau 1

La nature des solution des EDPs non linéaires ( les types 2.1 et 2.2)

Equation Structure de la solution Références

@T
@t
= a@

2T
@x2

+ b(@T
@x
)2 T = ' (x) +  (t),

T = a
b
lnu

u = ' (x) +  (t)
[15]

@T
@t
= a @

@x

�
T n @T

@x

�
T = ' (x) (t) [2; 14]

@T
@t
= a @

@x

�
e�T @T

@x

�
T = ' (x) +  (t) [10; 13; 14]

@T
@t
= a@

2T
@x2

+ aT lnT T = ' (x) (t) [7; 14]

@T
@t
= a

xn
@
@x

�
xn @T

@x

�
+ aT lnT T = ' (x) (t) [9; 14]

@2T
@x2

+ @2T
@y2

= aeT T = �2 lnu,u = ' (x) +  (t) [8]

@2T
@x2

+ @2T
@y2

= a sinhT T = 2 ln 1+u
1�u , u = ' (x) (t) [4]

@2T
@x2

+ @2T
@y2

= a lnT T = eu, u = ' (x) +  (t) [4]

@2T
@x2

+ @2T
@y2

= a sinT T = 4arctanu , u = ' (x) (t) [4]

@
@x

�
axn @T

@x

�
+ @

@y

�
bym@T

@y

�
= aT k T = F (u), u = ' (x) +  (t) [12]

@
@x

�
ae�x @T

@x

�
+ @

@y

�
be�y @T

@y

�
= ce
T T = F (u), u = ' (x) +  (t) [12]

@
@x

�
axn @T

@x

�
+ @

@y

�
be�y @T

@y

�
= ce
T T = F (u), u = ' (x) +  (t) [12]

@
@x

�
aT n @T

@x

�
+ @

@y

�
bTm@T

@y

�
= 0 T = ' (x) (t) [12]

@
@x

�
ae�x @T

@x

�
+ @

@y

�
be�y @T

@y

�
= 0 T = ' (x) +  (t) [15]

@2T
@t2

= @2T
@x2

+ aeT T = �2 lnu , u = ' (x) +  (t) [15]

@2T
@t2

= @2T
@x2

+ sinhT T = 2 ln 1+u
1�u , u = ' (x) (t) [4]

@2T
@t2

= @2T
@x2

+ aT lnT T = eu, u = ' (x) +  (t) [4]

@2T
@t2

= @2T
@x2

+ a sinT T = 4arctanu, u = ' (x) (t) [4]

telle que a; b; c; k;m; n; �; �; 
 et � sont des constantes
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2.3 La forme T (x; t) = F (u) avec u = '1(x) 1 (t) +

'2(x) 2 (t) + :::

la forme contient plusieurs formes

2.3.1 La forme T (x; t) = F (u) avec u = ' (t) +  (t) � (x)

Exemple 2.3.1.1

Soit l�équation non linéaire

@T

@t
= aT

@2T

@x2
+ b

�
@T

@x

�2
+ c (5)

La solution sous forme

T (x; t) = ' (t) +  (t) � (x) (6)

En remplaçant (6) dans (5) on obtient

(')
0

t � c+ ( )
0

t � = a' (�)
00

xx +  2
�
a� (�)

00

xx + b
�
(�)

0

x

�2�
On divise par  2 et dérivé par rapport à t et x

 
( )

0

t

 2

!0

t

(�)
0

x = a

�
'

 

�0

t

(�)
000

xxx

Et il existe une constante C telle que

8><>:
(�)

000

xxx = c (�)
0

x�
( )

0
t

 2

�0

t

= ca

�
'

 

�0

t

c=constante
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les fonctions ' et � sont

� =

8>>><>>>:
A1x

2 + A2x+ A3 si c = 0

A1e
�x + A2e

��x + A3 si c = �2 > 0

A1 sin�x+ A2 cos�x+ A3 si c = ��2 < 0

telle que A1,A2 et A3 sont des constantes8>><>>:
 =

B

t+ c1
; ' est quelconque si c = 0

' = B +
1

aC

 
0

t

 
;  (t) est quelconque si c 6= 0

La solution est obtenue comme

T (x; t) =

8>>>>>><>>>>>>:

'+
B

t+ c1
(A1x

2 + A2x+ A3) si C = 0

B +
1

a�2
 
0

t

 
+  

�
A1e

�x + A2e
��x + A3

�
si C = �2 > 0

B � 1

a�2
 
0

t

 
+  (A1 sin�x+ A2 cos�x+ A3) si C = ��2 < 0
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Exemple 2.3.1.2

Soit l�équation non linéaire

@2T

@x@t
+

�
@T

@x

�2
� T

@2T

@x2
= v

@3T

@x3
(7)

La solution sous forme

T (x; t) = ' (x) � (t) +  (t) (8)

En remplaçant (8) dans ( 7) on obtient

'
0

t�
0

x � ' �
00

xx + '2
��
�
0

x

�2
� ��

00

xx

�
� v'�

000

xxx = 0

�1 = '
0
t, �2 = ' , �3 = '2; �4 = v '

	1 = �
0

x , 	2 = ��
00

xx, 	3 =
�
�
0

x

�2
� ��

00

xx, 	4 = �
000

xxx8<: '
0
t = A1'

2 + A2v'; ' = �A3'2 + A4v'�
�
0

x

�2
� ��

00

xx = �A1�
0

x + A3�
00

xx; �
000

xxx = A2�
0

x � A4�
00

xx

telle que A1; A2; A3 et A4 sont des constantes.

Et on a

�
0

x = B1� +B2

Alors 8><>: � = B3 exp (B1x)�
B2
B1
; si B1 6= 0

� = B2x+B3; si B1 = 0

Et

8><>:
' =

A2v

C exp(�A2vt)� A1
si A2 6= 0

' = � 1

A1t+ C
si A2 = 0

 = A3'+ A4v
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La solution est obtenue comme

T (x; t) =

8>><>>:
�

A2v

C exp(�A2vt)� A1

��
B3 exp (B1x)�

B2
B1

�
+ (A3'+ A4v) si A2 6= 0 et B1 = 0�

� 1

A1t+ C

�
(B2x+B3) + (A3'+ A4v) si A2 = 0 et B1 = 0

Exemple 2.3.1.3

Soit l�équation non linéaire

@T

@t

@2T

@x@t
� @T

@x

@2T

@t2
= v

@3T

@t3
(9)

La solution sous forme

T (x; t) = x (t) + �(t) (10)

Et on a vue '1(x) = x et '2(x) = 1 dans la forme 2.3

En remplaçant (10) dans (9) on obtient

x

��
 
0

t

�2
�   

00

tt � v 
00

tt

�
+
h
 
0

t�
0

t �  �
00

tt � v�
000

ttt

i
= 0

8<:
�
 
0

t

�2
�   

00

tt � v 
00

tt = 0

 
0

t�
0

t �  �
00

tt � v�
000

ttt = 0

Donc

 (t) =
6v

t+ c1
; �(t) =

c2
t+ c1

+
c3

(t+ c1)2
+ c4

La solution est obtenue comme

T (x; t) = x
6v

t+ c1
+

c2
t+ c1

+
c3

(t+ c1)2
+ c4
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telle que c1; c2; c3 et c4 sont des constantes.

2.3.2 La forme T (x; t) = F (u) avec u = ' (x) (t) + � (x)

Exemple 2.3.2.1

Soit l�équation non linéaire

@T

@t

@2T

@x@t
� @T

@x

@2T

@t2
= f(x)

@nT

@tn
(11)

La solution sous forme

T (x; t) = '(x)e�t + �(x) (12)

Et on a regardé  1(t) = e�t et  2(t) = 1 dans la forme 2.3

On remplace (12) dans (11) on obtient

�2e�t'
h
�
0

x + �n�2f(x)
i
= 0

Donc �(x) = ��n�2
R
f(x) dx+ c; ' est quelconque.

La solution est obtenue comme

T (x; t) = '(x)e�t � �n�2
Z
f(x) dx+ c;

c =constante
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Tableau 2

La nature des solution des EDPs non linéaires (le type 2.3)

Equation Structure de solution Ré�rénces

@T
@t
= a@

2T
@x2

+ bT @T
@x

T = 1=u, u = ' (x) � (t) +  (x) [10]

@T

@t
= a@

2T
@x2

+ b(@T
@x
)2 + c1T + c0 T = ' (t)x2 +  (t)x+ � (t) [12]

@T

@t
= a@

2T
@x2

+ b(
@T

@x
)2 + c2T

2 + c1T T = ' (t) � (x) +  (x),� (x) =

8<: e�T

sin�T
[9]

@T
@t
= a @

@x

�
Tm@T

@x

�
T = u1=m, u = ' (t)x2 +  (t) [13; 16]

@T
@t
= a @

@x

�
Tm@T

@x

�
+ bT T = u1=m, u = ' (t)x2 +  (t) [2; 7]

@T
@t
= a @

@x

�
Tm@T

@x

�
+ bTm+1 T = u1=m; u = ' (t) � (x) +  (t) [14]

@T
@t
= a @

@x

�
Tm@T

@x

�
+ bT 1�m T = u1=m, u = ' (t)x2 +  (t) [11]

@T
@t
= a @

@x

�
eT @T

@x

�
+ beT + c

T = lnu; u = ' (t) � (x) +  (t)

� (x) = e�x

� (x) = sin(�x)

[3]

@T
@t
= a @

@x

�
eT @T

@x

�
+ ce�T + b

T = lnu;

u = ' (t)x2 +  (t)x+ � (t)
[12]

@T
@t
= a@

2T
@x2

+ bT lnT + bT
T = eu; u = ' (t)x2 +  (t)

T = eu; u = ' (t)x+  (t)
[12]

@T
@t
= a@

2T
@x2

+ T
�
a ln2 T + b lnT + c

� T = eu; u = ' (t) � (x) +  (t) ;

� (x) =

8<: e�x

sin(�x)

[9]

@T
@t
= a

xn
@
@x

�
xn @T

@x

�
+ aT lnT T = eu, u = ' (t)x2 +  (t) [14]

a; b; c; c0; c1c2;m; n et � sont des constantes.
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Chapitre 3

Séparation des variables généralisée

pour EDP non linéaire

Dans ce chapitre on va étudier deux formes de séparation des variable généralisée

pour EDP non linéaire.

3.1 La forme T (x; t) = g (x; t)F (u) + h (x; t)

3.1.1 La forme T (x; t) = g (t)F (u) + h (t), u = ' (x) � (t) +  (t)

Exemple 3.1.1.1

Soit l�équation non linéaire

@T

@t
=

@

@x

�
aT

@T

@x

�
(1)

On utilise la forme T (x; t) = g (t)F (u)+h (t), u = ' (x) � (t)+ (t) pour résoudre

l�équation (1)
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On calcule les dérivées partielles8>>>>>>>><>>>>>>>>:

@T

@t
= g

0
tF + gF

0
t

@u

@t
+ h

0
t

@T

@x
= gF

0
x

@u

@x
@2T

@x2
= gF

00
xx(

@u

@x
)2 + gF

0
x

@2u

@x2

T
@2T

@x2
== (gF + h)[gF

00
xx(

@u

@x
)2 + gF

0
x

@2u

@x2
]

On a
@

@x

�
aT

@T

@x

�
= a(

@T

@x
)2 + aT

@2T

@x2

Alors

g
0
tF + gF

0
t

@u

@t
+ h

0
t = a(gF

0
x

@u

@x
)2 + a(gF + h)[gF

00
xx(

@u
@x
)2 + gF

0
x
@2u
@x2
] =)

g
0
tF + gF

0
t ('�

0

t +  
0

t) + h
0
t = ag2�2(F

0
x'

0
x)
2 + a(gF + h)

�
gF

00
xx('

0
x�)

2 + gF
0
x'

00
xx�
�
=)

g
0
tF + gF

0
t'�

0

t + gF
0
t 

0

t + h
0
t = ag2�2(F

0
x'

0
x)
2 + agFgF

00
xx('

0
x�)

2 + agFgF
0
x'

00
xx� +

hgF
00
xx('

0
x�)

2 + hgF
0
x'

00
xx� =)

g
0
tF+gF

0
t'�

0

t+gF
0
t 

0

t+h
0
t = ag2�2(F

0
x'

0
x)
2+ag2�2FF

00
xx('

0
x)
2+ag2�FF

0
x'

00
xx+hg�

2F
00
xx('

0
x)
2+

hg�F
0
x'

00
xx =)

ag2�2[(F
0
x'

0
x)
2+FF

00
xx('

0
x)
2]+ag2�FF

0
x'

00
xx+hg�

2F
00
xx('

0
x)
2+hg�F

0
x'

00
xx�g

0
tF�gF

0
t'�

0

t�

gF
0
t 

0

t � h
0
t = 0

En appliquant le théorème (Forme bilinéaire) et on obtient

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

�1(x) = (F
0
x'

0
x)
2 + FF

00
xx('

0
x)
2; �2(x) = FF

0
x'

00
xx

�3(x) = F
00
xx('

0
x)
2; �4(x) = F

0
x'

00
xx; �5(x) = F

�6(x) = '; �7(x) = 1

	1(t) = ag2�2; 	2(t) = ag2�

	3(t) = ahg�2; 	4(t) = ah�;

	5(t) = g
0
t; 	6(t) = gF

0
t �

0

t; 	7(t) = gF
0
t 

0

t � h
0
t
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8>>>>>><>>>>>>:

(F
0
x'

0
x)
2 + FF

00
xx('

0
x)
2 = A2FF

0
x'

00
xx + A3F

00
xx('

0
x)
2 + A4F

0
x'

00
xx + A5F + A6'+ A7 (2)

ag2� = �A2ag2�2; ahg�2 = �A3ag2�;

ah� = �A4ag2�; g
0
t = A5ag

2�;

gF
0
t �

0

t = A6ag
2�; gF

0
t 

0

t � h
0
t = A7ag

2�

On obtient

8>>>><>>>>:
� =

�1
A2

g
0
t

g2
= A5a �

h = �A4g2

=)

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

� =
�1
A2

g =
1

�A5a
A2

t+ c

h = �A4(
1

�A5a
A2

t+ c
)2

L�équation (2) est di¢ cille à résoudre.car elle est non linéaire.

Cas particulier :

Si '(x) = x et  (t) = 0 alors généralement on obtient des solution auto-similaires.

T (x; t) = c(t)f

�
x

a(t)

�
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3.1.2 La forme T (x; t) = g (x)F (u)+h (x), u = ' (x) � (t)+ (x)

On applique la forme dans l�équation suivante

@T

@t
= a

@T 2

@x2
+ bT

@T

@x
(2)

En cherchant la solution de la forme

T (x; t) = g (x)F (u) + h (x) u = ' (x) � (t) +  (x) (3)

On calcule les dérivées partielles

8>>>><>>>>:
@T

@t
= g

@u

@t
F

0
t

@T

@x
= g

0
xF + g

@u

@x
F

0
x + h

0
x

@2T

@x2
= g

00
xxF + g

0
x

@u

@x
F

0
x + g

0
x

@u

@x
F

0
x + g

@2u

@x2
F

0
x + g(

@u

@x
)2F

00
xx + h

00
xx

On a

g
@u

@t
F

0

t = a

�
g
00

xxF + 2g
0

x

@u

@x
F

0

x + g
@2u

@x2
F

0

x + g(
@u

@x
)2F

00

xx + h
00

xx

�
+b

�
(gF + h)

�
g
0

xF + g
@u

@x
F

0

x + h
0

x

��

g'�
0

tF
0
t = ag

00
xxF +2ag

0
x

�
'
0
x� +  

0

x

�
F

0
x+ ag

�
'
00
xx� +  

00

xx

�
F

0
x+ ag

�
'
0
x� +  

0

x

�2
F

00
xx+

ah
00
xx + bgg

0
xF

2 + bg2
�
'
0
x� +  

0

x

�
FF

0
x + bhg

0
xF + bhg

�
'
0
x� +  

0

x

�
F

0
x + hh

0
x

�g'�0tF
0
t+ag

�
'
0
x�
�2
F

00
xx+�(2ag

0
x'

0
xF

0
x+ag'

00
xxF

0
x+2ag'

0
x 

0

xF
00
xx+bg

2'
0
xFF

0
x+bhg'

0
xF

0
x)+

ag
00
xxF +  

0

xF
0
x + ag 

00

xxF
0
x +

�
 
0

x

�2
F

00
xx + ah

00
xx + bgg

0
xF

2 + bg2 
0

xFF
0
x

+bhg
0
xF + hh

0
x + bhg 

0

xF
0
x = 0

En appliquant le théorème (Forme bilinéaire) et on obtient
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8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

�1(x) = g'; �2(x) = ag
�
'
0
x

�2
F

00
xx

�3(x) = 2ag
0
x'

0
xF

0
x + ag'

00
xxF

0
x + 2ag'

0
x 

0

xF
00
xx + bg2'

0
xFF

0
x + bhg'

0
xF

0
x

�4(x) = ag
00
xxF +  

0

xF
0
x + ag 

00

xxF
0
x +

�
 
0

x

�2
F

00
xx + ah

00
xx + bgg

0
xF

2 + bg2 
0

xFF
0
x + bhg

0
xF

+hh
0
x + bhg 

0

xF
0
x

	1(t) = ��
0

tF
0
t ; 	2(t) = �2; 	3(t) = �; 	4(t) = 18>>>>>><>>>>>>:

g' = A2ag
�
'
0
x

�2
F

00
xx + A3(2ag

0
x'

0
xF

0
x + ag'

00
xxF

0
x + 2ag'

0
x 

0

xF
00
xx + bg2'

0
xFF

0
x + bhg'

0
xF

0
x)+

A4(ag
00
xxF +  

0

xF
0
x + ag 

00

xxF
0
x +

�
 
0

x

�2
F

00
xx + ah

00
xx + bgg

0
xF

2 + bg2 
0

xFF
0
x

+bhg
0
xF + hh

0
x + bhg 

0

xF
0
x)

�2 = A2�
0

tF
0
t ; � = �A3�

0

tF
0
t ; 1 = �A2�

0

tF
0
t

On remarque que le système est trés di¢ cile à résoudre,il feut être résolu numérique-

ment ,qui est un travail qui déposse largement le cadre du master.
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Conclusion

On a proposé une méthode de résolution d�équations aux dérivées partielles non

linéaire.La méthode proposée s�appelle "séparation des variables" .Elle est d�une grande

utilité pour comprendre la nature des solutions d�EDPs et très courantes en pratique. Ce

a permis de trouver plusieurs formes de solutions du cas simple au cas trés complexe, le

cas général represente des solutions de grandes importance en pratique,mais la résolution

analytique est trés di¢ cil,donc elle est envisajeoble numériquement.
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