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Introduction

Notre compréhension des phénomenes du monde réel et notre technologie sont aujour-
d’hui en grande partie basées sur les équations aux dérivées partielles, qui seront notées
en abrégé EDPs.

Il existe un grand nombre de problémes de 'ingénieur qui sont formulés sous la forme
d’une EDP a résoudre, avec des conditions initiales et des conditions limites Assez peu
de problémes concrets ont une solution analytique. Cela est essentiellement du aux non-
linéarites qui interviennent dans la plupart des problémes intéressants ainsi que de la
complexité géométrique des domaines concernés dans la pratique (un avion, une voi-
ture...).

Le mémoire contient trois chapitres,le premier chapitre est une introduction aux équa-
tions aux dérivées partielles,dans le deuxiéme chapitre on va introduire une méthode qui
permet de résoudre des EDPs non linéaires dans certains cas simple La premiére chose
sera de bien comprendre les limitations de la méthode de séparation des variable i.e il
s’agit d’étre capable de déterminer quand cette méthode est applicable.

Le dernier chapitre contient deux formes de séparation des variables généralisée pour
EDP non linéaire.

La méthode de séparation des variables est en fait assez peu utile en pratique car elle
ne permet pas de trouver des solution que dans des cas simples et pour des géométries
simples.

Néanmoins, elle est d’'une grande utilité pour comprendre la nature des solutions
d’EDPs trés courantes en pratique.C’est essentiellement pour cette raison qu’elle sera

étudiée.



Chapitre 1

Introduction aux équations aux

dérivées partielles

1.1 Définitions générales

On donne tout d’abord quelques définitions et généralités sur les équations aux déri-

vées partielles .

Définition 1.1.1 Soit une variable 7T (I'inconnue) dépendant de m variables
indépendantes 1 3, ..., Tpy,
Toute relation entre T, z; (j =1,...,m) et des dérivées partielles de 1" par rapport

aux T,

oT 0*T  O°T oT
F|T ..l =0
( Ty e 0wy’ 0x2’ Ox Oxy’ 7 O}’ )

constitue une équation aux dérivées partielles (en abrégé : une EDP).

Définition 1.1.2 On appelle ordre d'une EDP 'ordre le plus élevé des dérivées par-

tielles intervenant dans PEDP.



Une EDP est dite d’ordre n quand la dérivée partielle d’ordre le plus élevé qu’elle

contient est d’ordre n.

Définition 1.1.3 Une EDP est dite linéaire quand elle 1’est par rapport a T et a
toutes ses dérivées partielles.
Si T et ses dérivées partielles apparaissent séparément et "a la puissance 1" dans

I’EDP, celle-ci est dite linéaire.

Définition 1.1.4 Des EDPs non linéaires, c’est-‘a-dire que la relation entre les déri-
vées partielles est non linéaire. Par exemple elle fait intervenir le carré d’une dérivée ou
bien on multiplie par une fonction qui dépend elle-méme de la solution .

En voici un exemple : ’équation de Burrgeres

aT oT

1.2 EDP linéaires du 1¢° ordre

oT oT
linéaire
Est la forme la plus générale pour une EDP
1¢"ordre

Ou A,B ,C et D sont, au plus, fonctions de = et y . L'EDP est homogene lorsque
D=0.



1.3 EDP linéaires du 2™ ordre

L’EDP linéaire du 2°™¢ ordre et & deux variables indépendantes x et y & la forme

générale

2 2 2
o aT#—C’aT—I—Da—T—i—E@—T—|—GT:F

A 0x? + B@x@y 0y? ox oy

Ou A,B,C,D,E,G et F sont, au plus, fonctions de = et y. L’EDP est homogéne

lorsque F' = 0.

1.4 Classification des EDP linéaires du 2" ordre,a

coeflicients constants

o*T o*T 0*T oT oT
A DZ— 4+ FE—+FT+G=0
ax2+B8x8y+Cay2+ o+ ay+ +a

Les trois premiers termes correspondent & la partie principale A, B, ...,G sont des
constantes.

Le type de ’EDP dépend du signe de B — 4AC.
Classification :

Si B2 —4AC > 0, alors 'EDP est dite hyperbolique.
Si B2 —4AC = 0, alors 'EDP est dite parabolique.

S1 B2 — 4AC < 0, alors 'EDP est dite elliptique.



Exemple
o?T 0T
(i) 8_342+ch0 avec ¢ > ()

B2 — 4AC = 42 > 0.Ainsi 'équation des ondes est hyperbolique.

. oT o*T
(11) E+dwf0avecd>0

B2 — 4AC = 0.Ainsi ’équation de la diffusion est parabolique.

. 0T 0°T
(111) W + a—yQ =0

B2 — 4AC = —4 < 0.Ainsi I’équation de Laplace est elliptique.
o*T  o0*T

(iv) yw - a_yQ
y > 0 = 'EDP est hyperbolique.

= 0 :Equation de Tricomi.

y = 0 = 'EDP est parabolique.

y < 0 = I'EDP est elliptique.

1.5 Exemples

o?’T  0°T
b I 1
0x? * 0y? 0 (1)

Est une EDP d’ordre 2, linéaire (méme plus : & coefficients constants) et homogene.

C’est I’équation de Laplace.

or or  T?

JZ%—Fya—y‘i‘?O:O (2)

Est une EDP d’ordre 1, non linéaire et homogene.

or oT
C%JFE_O (3)



Avec ¢ constant,(3) est une EDP d’ordre 1, linéaire ( & coefficient constant) et homo-
gene.C’est I’équation de transport.
or or

Tt =0 (4)

Est une EDP d’ordre 1,non linéaire et homogéne. C’est I’équation de Burgers.

Elle peut aussi s’écrire sous forme conservative
o (T? n or 0
or \ 2 ot
1.6 Théoréme (Forme bilinéaire)

Soit la forme bilinéaire

B(f.g) = Zfi(m)gi(t)

i=1

Si B(f,g) =0 alors il existe des constants A;, (i =2,3,....,n) tel que :

filz) =320, Aifil)
gk:(t) = _Akgl(t)a (k =2, 37 ) n)

Preuve
Par récurence
n=2
f1(x)gi(t) + f 2(x)g2(z) =0
—_— é = —& e A2
fo 92
—= f1=Af2 g=—-Aqn

Supposons vrai pour n — 1 et je démontre pour n



Zfi(ﬂ?)gi(t) =

Je dvisé par f ,,g,

fin f292 fr—1Gn—1
+ ==+ ...+ —+4+1=0
InGn  fngn fnn

Je dérive par rapport a x

ﬁ ’& é J2 f 1/ 9n—1 _
n—1 f
A;
(n> S A
I A (k=2,3,..n—1)
9n dn

Je vais intégre par rapport a x

=) A Ji —|— A, (A, =constante d’intégration)

( Z’”A A (fo) = fr = S0 Aifi + At

fu
— fi= Z?:? Aifi-

(= A (g) = e = ~Awg (k=230 1)
réste & démontrer que

gn = _Angl

Zfz 1)9i(t) = 0= figi + faga + ... + [ngn =0

(Z 5 A fz) g1 — Asfago — Asfsgs — ... — Ap_1fr—191 + frgn =0

= gn = _Angl



1.7 Séparation simple des variables pour EDP li-

néaire

Une équation aux dérivées partielles peut admettre des solutions particuliéres qui sont
des produits des fonctions d’une variable. Si I’équation est linéaire,une somme de telles

solutions particuliéres est encore une solution.

1.7.1 La forme T(x,t) = ¢(x)+ 1(t)

Exemple 1.7.1.1

Soit I’équation de la chaleur

oT T

o = Ogz  ovee a>0 et T=T(x1) (1)

La solution particuliére sous forme

T(z,t) = () + (1) (2)

On remplace (2) dans (1) on obtient

1"

U(t) = ap (x)
Et il existe une constante k telle que

W (t) =k = ¢(t) = kt + &,
k k, c1,co et c3 sont des constantes
a¢'(z) =k = px)= %ﬁ + cor + c3

E:A:>k:2aA
2a

10



T(x,t) = Ax® + con + 3 + 20 At + ¢

Sl Co =0.

La solution obtenue comme

T(x,t) = A(2* +2at) + B, B=rc, +c3

1.7.2 la forme T(z,t) = @(z)(t)

Exemple.1.7.2.1

Soit I’équation des ondes

o*T o*T
W :C2W7 avec T:T(.T,t)
X

La solution particuliére sous forme

T(x,t) = p(x)i(t) (4)

On remplace (4) dans (3) on obtient

pa)p () = ¢ )y (t)

Et il existe une constante A  telle que

1 _

c ,}b t) A = constante
P@) _
p(x)

On a trois cas possibles :

11



o) =ax+b si A=0
o(z) = c1e¥ f eV s A >0

o(z) =czcosaxr + ¢ sinar si A<0, A=-a?

telle que a,b,cy,cy,c3 et cs sont des constantes

V) =At+B si A =0
Y(t) = cseVM 4 cgem VA si A >0
P(t) = kycosact + kysinact si A <0, A= —a?

telle que A, B, cs, cg, k1, et ko sont des constantes.

La solution obtenue comme

(ax +b)(At+ B) si A=0
T(x,t) = (c16V27 + coe V) (e5eVM 4 cgem VM) s A >0

(c3cos ax + cysinax)(ky cosact + kgsinact) si A <0 A= —a?

Exemple 1.7.2.2
Soit I’équation de chaleur

or  9°T

o T g Avee T =1T(x,t) (5)

La solution particuliére sous forme

T(x,t) = (2)y(t) (6)

12



On remplace (6) dans (5) on obtient

Et il existe une constante £ telle que

P'x) _
;’i/%% , k = constante
Y't)

On a trois cas possibles :

ox)=ar+b si k=0
o(z) = k1eV* 4 ke VR si k>0

o(z) = kycosar + kysinax  si k<0 k=-—a?

telle que a, b, k1, ko, k4 et ks sont des constantes.

Y(t)=A si k=0
P(t) = Be si k>0
Y(t)=Be ™™ i k<0 k=—a

telle que A et B deux constantes.

La solution obtenue comme

Alax +b) si k=0
T(x,t) = Bekt(kyeVR 4 kpeVF) si k>0

Be *!(kycosax + kysinaz) si k= —a?

13



Exemple 1.7.2.3

Soit I’équation de Laplace

*T  0°T
i W 7
0x? * 0y? 0 (M)
La solution particuliére sous forme
T(z,y) = (@) (y) (8)

On remplace (8) dans (7) on obtient

" "

¢ (x)(y) + @)Y (y) =0

Et il existe une constante A telle que

On a trois cas possibles :

px)=axr+b si A=0
o(z) = ae¥™ +be VA" 5i A >0

¢(z) = acos (V=Az) +bsin (—v/=Az) si A<0

telle que a et b deux constantes.

v(y)=Ay+B si A=0
(y) = Acos (\/—_/\y) + Bsin (—\/—_)\y) A >0
U(y) = AeY™ 4 BV ) <0

14



telle que A et B deux constantes

(ax+b)(Ay+B) si A=0
T(x,t) = <aeﬁ‘” + be*ﬁx> (Acos (V=Ay) + Bsin (—vV=Xy)) si A>0
(acos (V=Az) + bsin (—v/=Ae)) (4™ + Be™) s A <0

15



Chapitre 2

Séparation des variables pour EDP

non linéaire

Le but de ce chapitre est de chercher des formes de solutions "séparation des variables
" pour résoudre des EDPs non linéaires dans certains cas simples. On commence par des

cas simples et on essaye de généraliser ensuite.

Les équation aux dérivées partielles non linéaires admettent des solutions exactes de

la forme T (z,t) = F (u) tel que F' (u) est une fonction.

2.1 La forme T (z,t)=F(u) avec u=q(z)+ (1)
Exemple 2.1.1

Soit I’équation non linéaire

0*T 0 oT
o = "or (%) )

Admet une solution sous forme

16



T(x,t) = (z)+ () (4)

En remplagant (4) dans (3) on obtient

b =a (eW(IW(t”go;)x
Divisé par e*¥ on obtient

!

Y " A /
€ w¢tt =a (6 ¢¢x>

T

Et il existe une constante k telle que

ey =k
a (e)‘s"go;); =k

On résoud L’EDO on obtient la solution de (3) de forme (4)

k = constante

Exemple 2.1.2
Soit I’équation non linéaire

FOE? + 9@)(G0) = alt) + bix)

Admet la solution sous forme

T (x,t) = ¢ (x) + () (6)

En remplagant (6) dans (5) on obtient

! !

F0) [0 0] + o) [¢ @] = o) + o)

Alors

17



o = constante

La solution est obtenue comme

B b ola(é) +a T lb(n) +a
T(I’t)_/to\/ 1@ d“/xo\/ gy Mo

Exemple 2.1.3

Soit I’équation non linéaire

oT o oT o o*r  o0*T
—— (AT) — —— (AT) = vAANT, AT = — + —
Oy Ox (AT) ox Oy (AT) =wv ’ o2 + Oy? (5)

La solution particuliére sous forme
T(z,t) = f(z) +9(y) (6)

En remplagant (6) dans (5) et on obtient

il o " "

On dérive par rapport a = et y

1" m " "

gyyf —— wxFyyyy = 0-

18



Et il existe une constante « telle que

" "

mo__ "
yyyy = Yyy

On a trois cas possibles :

(

f(x) = Ay + Agx + Aza® + Aya® i a=
flx) = A; + Asx + Az’ + Age™® si a = A >0
f(z) = Ay + Asx + Ascos(\z) + Aysin(Az) si a= -\ <0

\

g(x) = By + Boy + B3y> + Byy® si a=0
g(x) = By + Byy + Bse™ + Bie™ si a= X\ >0

g(x) = By + By + Bscos(\y) + Bysin(\y) si a=-A*<0

\
telle que Ay, Ay, A3,A4,B1, By, B3 et B, sont des constantes.

La solution est obtenue comme

Ay + Asz® + Az +d + Byy? + Bsy? + Boy si a =0
T(x,y) = Age™ + Age™ + Agx +d + Bye ™ + BseM + Byy si a = A >0
Aysin(Az) + Az cos(Ax) + Ay + d + Bysin(\y) + Bscos(A\y) + By si a= -\ <0

Al + Bl = d
Exemple 2.1.4

Soit I’équation non linéaire

or 8T T\ >

19



La forme de solution
T(a,t) = Thnu, u=op()+v ()

On calcule les dérivées partielles

On a alors

a ¥y _a? <90$z (¢ () +9 (1) — (90;)2) N
b\ @(x)+v(t) b (o () +1 (1))

On obtient

/ "
wt =a prx

Et il existe une constante A telle que

by = A
a Py =A

On a deux cas possibles

Pt)=A si A=0
b(t)=At+B si A#0

telle que A et B deux constantes.

20

{ o _[a 4
ot \be(x)+(t)
T _a @,
ox _“b (gp(:ﬁ)—l—z/}()) /
PT _a (wm (o () + 9 (1) = (£,)°
( 0z b (o (z) + ¢ (1))

Swesm)



o) =ar+b si A=0
p(x) =222 +br+c si A#0

telle que a, b, et ¢ sont des constantes..

La solution est obtenue comme

2ln(A—irc:zr—l—d) si A=0
T(x,t) =< b
gln(At+B+%x2—l—bm+c) si A#0

2.2 Laforme T (x,t)=F(u) avec wu=p(x)y(t)

Exemple 2.2.1

Soit I’équation de la chaleur non linéaire

or 9 [, 0T
E_aa_x(T %) (1)

Admet une solution exacte sous forme

T (x,t) =@ () (1) (2)

On remplace (2) dans (1) on obtient

’

i, = apt (so’“so;>

T

k+1

En divisant par ¢¢""" on obtient

),

") warl

21



La fonction de gauche dépend uniquement de x et celle de droite uniquement de ¢, on

peut alors dire qu’il existe un réel c tel que.

AN
e,
@
Y,
Z/}k—O—l

=C

On résoud L” EDO on obtient la solution de (1) de la forme (2)
Exemple 2.2.2

Soit I’équation non linéairre

oT O*T oT\? 5
Admet une solution sous forme
T (x,t) = ¢ (x) ¥ (t) (4)

On remplace (4) dans (3) on obtient

"

@)y (1) = FOl" @)y (O] +e @)Y O (@) (O] —ale (@) v @)

En dévisant par f(t)e () ¢ (t) on obtient

V() L@ OR[N
Fow® ~ o@ ) {(%(”) WM

22



On a deux cas

1.5 a>0

o (z) = crexp (zv/a) + co exp (—zv/a)
¥ (t) = e (e + 8acicp [Fdt) 2, F=a [ f(t)dt.

251 a<0

¢ (z) = Cysin (zv/=a) + Cs cos (zy/—a)
W (t) = eF[Cs + 2a(C2 4+ C2) [e2Fdt] "2, F =a [ f(t)dL.

telle que ¢y, co et c3 sont des constantes

En fin on a

(c1exp (z+/a) + ey exp (—x/a)) <€F[C3 + 2a(c? + ) feQth]_%) si a>0
T(x,t) = (cl sin (:E —a) + ¢ COS (x —a)) <€F[03 +2a(c? + c3) fe”}lt]*%) :
F=a[ft)dt si a<0

23



Tableau 1

La nature des solution des EDPs non linéaires ( les types 2.1 et 2.2)

Equation Structure de la solution Références
O _ o2 4 p(2L)? T—p@+ve, |y
=@ (x)+¢ (1)

o _ 0 (Tnil) T =) (t) [2,14]

A _ g0 (TOL) T=o(x)+¢(t) 10,13, 14]
O _ ®T 4 TInT T =p(z)(t) [7,14]

O — a0 (yndL) L TInT T = (z) v (t) [9, 14]
0+ 5k = ac” T = —2uu = (2) + v () 8]
gi§+‘g:§—a31nhT T:21n1f—z, u=¢ ()Y (t) [4]

CT |27 — lnT T=e", u=p(x)+1() [4]
227:5+g:§ asinT T =4arctanu , u= ¢ (x)y(t) [4]

2 (%) + 2 (bym%—:yp) =al* |T=F(u), u=p)+9() [12]

o (0 50) (W) = e | T = Pl w= o)+ -

e (02" 50) + (b2 50) =™ | T=Fw), u=p(@)+v() 12

2 (qnaly a% (b)Y =0 | T=p@e [12

% (Qang_:;) 12 (beﬁygT> =0 T=yp(x)+¢(t) [15]

O _ BT 4 geT T=-2nu, u=y@)+) [15]

0T _ 0Ty T =2y =) (1) 4]
ST T v s
%:W—i—asmT T =4arctanu, u= ¢ (x) (1) [4]

telle que a, b, c,k,m,n,a, 3,7 et A sont des constantes

24




2.3 La forme T(x,t)= F(u) avec wu = @(x),(t)+

Po )iy (1) + ..

la forme contient plusieurs formes

2.3.1 Laforme T(z,t)=F(u) avec u=¢(t)+1(t)0(x)

Exemple 2.3.1.1

Soit I’équation non linéaire

oT 0T oT\ >

La solution sous forme

T(x,t) =@ (t) + ¢ (1) 0 (x) (6)

En remplagant (6) dans (5) on obtient

! / " " / 2
() = e ()0 = g (0] + 07 [0 8). +((6),)
On divise par ¢? et dérivé par rapport & t et x

(’Il}); ’ <gp > / "
—t 1 0) =al=) (0
( w2 t( ):c w t( )zxx
Et il existe une constante C' telle que

" ’

() 400 = € (0),

N " c=constante
(#]-+(0)
t V),

25



les fonctions ¢ et ¢ sont

Al.I'Q + AQLC + A3 si c=20
0= A 4+ Age ™ + A3 si =X >0
Aysin\e + Agcos ez + A3 si c=-N<0

telle que A;,As et Az sont des constantes

B
Y= , @ est quelconque si c¢=0
t+ C1 ,
1
o= DBy + E%’ (t) est quelconque si ¢ #0

La solution est obtenue comme

QO—l-/t_’_Cl(Al.l’?—f-AgfL’—f—Ag) si C=0
1
T(x,t) = B¢+W%+w(Ale)‘m+Age_”+A3) si C=X>0
1 /
B —?%—Fw(z‘hsin)\x—i-/lgcos)\x%—flg) sio C=-X<0
\ a

26



Exemple 2.3.1.2

Soit I’équation non linéaire

02T (m»z TWT 93T

20t “\ozx) Tow " Voms (7)

La solution sous forme

T(x,t) = (x)0(t) + (1) (8)

En remplagant (8) dans ( 7) on obtient

0.0, — P8,y + o [(9;)2 - 96;;] —pf” =0

¢1 = 90;,7 ¢2 = (p¢= ¢3 = 902, ¢4 =v 90

v, =4, %:—%ﬁwfﬂﬁf—%” U, =0

"

xxT) rxrxr

pr = A1p” + Agup, o = —A3p® + Agup
! 2 1" ! 1" 1" i
(9)—%m:—m@+Aw 0" = A6, — Af

"

T T Txr

telle que A;, Ay, A3 et A, sont des constantes.

Et on a
0., = B0 + B,
Alors
By .
0 = Bsexp (Bix) — 5o S B #£0
1
QZBQI'—I—Bg, s? B1:0
Et
AQ’U .
= si Ay #£0
Cexp(—Aivt) — Al w — A3S0 + A4'U
= — i Ay =0
T A0



La solution est obtenue comme

AQU B2 .
Byexp (Biz) — 5= ) + (Asp + 4 Ay £0et By =0
T(J; t) _ (C’exp(—Awt) _ Al) ( 3exp( 1JI) Bl> + ( 30 + 411) si Ay £0e )
? - 1 |
WY (Box + B3) + (Asp + Agv) si Ay =0et By =0

Exemple 2.3.1.3

Soit I’équation non linéaire

oT 9*T  oT &°T *BT

G owoi woe Vor (9)

La solution sous forme
T(x,t) =x(t) + 0(t) (10)

Et on a vue p,(x) = = et p,(z) = 1 dans la forme 2.3

En remplagant (10) dans (9) on obtient

o| () = vt v+ [vi6 - vt o] =0

i 2 " 1"
<¢t> - @th - U¢tt =0
.0, — by — vby, =0

Donc

6v Co C3

v = W=t (t+ c1)2

+C4

La solution est obtenue comme

6v Co C3
+ + 5
t+ca t4+a  (t+ca)

T(x,t) ==z +ca
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telle que ¢y, o, c3 et ¢4 sont des constantes.

2.3.2 Laforme T(z,t)=F(u) avec u=¢(x)y(t)+0(x)

Exemple 2.3.2.1

Soit I’équation non linéaire

oT 0*T 0T 9°T onT
- - = 11
R AT (11)
La solution sous forme
T(x,t) = p(z)e™ + () (12)

Et on a regardé ), (t) = e et 1h,(t) = 1 dans la forme 2.3
On remplace (12) dans (11) on obtient

MZete [9; + )\”72f(x)] =0

Donc 6(z)=—A"""[f(z) dx+c, ¢ est quelconque.

La solution est obtenue comme

¢ =constante
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Tableau 2

La nature des solution des EDPs non linéaires (le type 2.3)

Equation Structure de solution Réfirénces
G = abE + TG T=1/u, u=¢(x)0(t)+1(x) [10]
or
S = UG el | T=pt)a®+¢(H)a+x() [12]
oT > or AT
8_:a‘897€+b(8 Prel?+al |T=¢(t)0(x)+v(@)0(x)= [9]
t v sin AT’
o = aa; (I"%;) T=u/m u=p(t)a®+¢ (1) [13, 16
o = gy (T755) + 0T T=u/m u=p(t)a®+4 (1) 2,7
or = ag; (T"5;) + b1 T=u'm u=p(t)0(r)+v () [14]
9 — o2 (Tm9L) + b7t T=u" wu=pt)z>+v () [11]
T=Inu u=¢(t)d(x)+1(t)
o0 = ag; (e755) bl +c 0 (z) = e 3]
0 (z) = sin(A\x)
T =Inu,
I —al (") +ce T+ [12]
u=p ()2’ + )z +x()
2 T=ce"“ u=qpt)a®>+y(t
I =L +bTInT +bT 2 () Vi) [12]
T=e" u=pt)z+1(t)
T=e', u=p(t)0()+v(),
%—{:a%—l—T(aln?T—l—blnT—l—c) e 9]
0(x) =
sin(Az)
5 = 5o (@"5) +alnT T=e", u=p@t)2’+¢(t) [14]

a,b,c,co,c1c0,m,n et X\ sont des constantes.

30




Chapitre 3

Séparation des variables généralisée

pour EDP non linéaire

Dans ce chapitre on va étudier deux formes de séparation des variable généralisée

pour EDP non linéaire.

3.1 Laforme T (x,t)=g(x,t)F (u)+h(x,t)

3.1.1 Laforme T (z,t)=g(t)F(u)+h(t), u=px)0(t)+¢(t)

Exemple 3.1.1.1

Soit I’équation non linéaire

or 0 or
On utilise la forme T (z,t) =g (t) F (u)+h(t), u=¢(x)0(t)+ (t) pour résoudre

I’équation (1)
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On calcule les dérivées partielles

( or 0 :
E:gtF—i_gth)_?—i_ht
or_
or o o
z - /! _u 2 /_u
oz ~ Iy Fwa 2
02 , 0%u
Tos == (gF + h)[gF, (a ) +yg z@]
On a
9, oT oT 0*T
8_(CLT8$) ((996) Tﬁ_
Alors

o0u e, /
GiF + gF, 5 + 1, = algF, 5" + algF + h)gFLL(32) + gFL 5] =
G F + gF[ (00, +0,) + by = ag®0*(Fop,)* + algF + h) [9F,(£,0)° + gF,0,,0] =

9. F + gF/ o0, + gF¢, + by = ag®0*(Fl,)? + agFgF,,(¢,0)% + agFgF.¢n.0 +
th L(p 9)2 + thu,;cp;xG —

G F+gF, 00, 4+gF, b +h, = ag?0*(FLp,)?+ag?0* F ., (p.)2+ag?0F Fopl +hgt* Fo (o,)*+

hg0F,0,, =

ag?*((Fop, )+ FF,,(¢,)*|+ag?0 FF 0, +hgt*F,

(o) 2 +hgdF o, —g,F —gF, o0, —
gFt wt - ht =0

En appliquant le théoréme (Forme bilinéaire) et on obtient

([ 6y(2) = (FL6L)2 + FEL(6,)% o) = FE.g.,

¢5(x) = m(%%)za G4(7) = Fpppyy () = F
¢6(v) = ¢, ¢7(x) =1
Uy (t) = ag®6?, Uy (t) = ag?0
Us(t) = ahgl?, W4(t) = ahb,
| Us(t) =g, We(t) = gF0;, Wq(t) = gFvy, —h

’
t
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! ! " ! 1"

[ (FLg,)? + FEL(¢,)? = MFFLg, + Al (02 + AsFlgl, + AsF + Asp + Ay
ag’0 = —Asag?0?, ahgb® = —Asag®0,

ahl = —Auag®0, g, = Asag®0,
gF0, = Agag®0, gF,, — h, = Arag®0

On obtient

( ~1
1 0 = A_2
0=— 1
AQ qg=
g; == _A5at+c
- = A5(I 0 A2 |
h = —A4g2 h = _A4( —Asa )2
t+c
\ 2

L’équation (2) est difficille a résoudre.car elle est non linéaire.

Cas particulier :

Si p(x) =x et ¥(t) =0 alors généralement on obtient des solution auto-similaires.

T(x,t) = c(t) f (%)
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3.1.2 Laforme 7T (z,t)=g(x)F (u)+h(z), u=p(x)0()+(x)

On applique la forme dans I’équation suivante

8T 8T2 oT

En cherchant la solution de la forme

T(x,t) =g (@) F(u)+h(x) w=ep)0)+ () (3)

On calcule les dérivées partielles

oT ou
F
ot 9%
orT
=g, F+g—F, +h,
O°T 0% gy 0T ?u u
On a
8u ’ " ;8u ’ 8 8U 5’
gaFt—a[ng+29$%Fw+ga 2F +g(8 )F —I—hm}—l—b((gF—i-h)[ F+ga F +h]>

/! ! " / A / / " " ! / !/ 2 "
ah,,, +bgg, F? + bg? (cp;é + Tﬁ;) FF, 4 bhg,F + bhg (cp;ﬁ + Tﬁ;) FE. 4 hh,

—g¢0,F,+ag (90;9)2F . +9(2a9;<ﬂ;F +agen, Fot+2a9¢0,0, Fry+bg* 0, FF,+bhgy, FL)+
g, F UL FL 4 agl's, o+ (1) FL, o+ abl, + bad F? + b, FF,

+bhg, F + hh, + bhgi F., =0

En appliquant le théoréme (Forme bilinéaire) et on obtient
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1"

I\ 2
$1(2) = g, ¢o(x) = ag (¢,)” Fiy
b3(x) = 209, 0, F. + agp, F, + 2ag0,, Fry + bg*p, FF, + bhgp, F,

1" / ! " ! / 2 1 12 ! / ! i
04(2) = ag, F + 0, F, + agUl, F, + (0,) FY, + ahl, + bgg,F* + by, FF, + bhg, F
+hh,, + bhgy, F.

\Ill<t) - —Q;F;;, \IJQ(t) = 027 \113(t) = 6)7 \Il4(t> =1

\

(

g¢ = Asag ()" Fiy + A3(200,0, F, + agyl, Fl + 209,10, Fry + bg> 0, FF, + bhg, ) +
Aulagl, P+, + agtl, P+ (1) FL, + al, + bgg, P2 + by FF,
+bhg, F + hh, + bhgip, F.)
0 = Ay0,F,, 0 = —A30,F,, 1= —A0,F,

On remarque que le systéme est trés difficile a résoudre,il feut étre résolu numérique-

ment ,qui est un travail qui déposse largement le cadre du master.
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Conclusion

On a proposé une méthode de résolution d’équations aux dérivées partielles non
linéaire.La méthode proposée s’appelle "séparation des variables" .Elle est d’une grande
utilité pour comprendre la nature des solutions d’EDPs et trés courantes en pratique. Ce
a permis de trouver plusieurs formes de solutions du cas simple au cas trés complexe, le
cas général represente des solutions de grandes importance en pratique,mais la résolution

analytique est trés difficil,donc elle est envisajeoble numériquement.
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